
以比生长速率时间曲线为基础的生物群体生长数学模型!
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摘要：构建了一个描述限制性环境条件下生物群体生长规律的数学模型。模型中比生长速率（!）是时间（&）的函数。

模型可以很好地拟合多种生物或生物细胞群体生长的延迟期、指数期和稳定期。该模型参数少，模型参数生物学

意义明确，计算简单。
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生物群体生长数学模型在理论研究和生产实

践上都具有重要意义。在微生物工程学领域，由于

细胞生长与目的代谢产物生产相互关联，因此生物

群体生长数学模型被广泛应用于微生物发酵和动、

植物细胞培养的过程预测、解析和过程控制［! Y ,］。

为了充分描述复杂环境因素对生物群体生长

规律的影响，有些作者使用大量的限制性条件和模

型参数以构建更复杂的广义生长模型［-］，然而复杂

的广义生长模型因其参数的增加而给模型的求解

和试验设计带来很大的困难。有些作者则使用多

项式来拟合实验数据，但是多项式拟合方法其模型

参数往往不具有明确的生物学意义。因此，上述两

种建模方法都很少被采用［.］。

目前，被广泛接受的描述生物群体在限制性条

件下生长的数学模型是 S=6=F 方程和 7=>4G&4D 方程。

自然界里生物群体的生长受到环境条件（如营养、

空间）的限制，生物群体的生长速率在利用有限资

源的过程中随着限制性条件或限制程度的变化而

持续 的 变 化，其 生 长 规 律 表 现 为“/ 型”曲 线［(］。

S=6=F 方程以限制性营养物浓度作为限制性因素，

缺点是方程不适用于培养的延迟期（E5> JB5GC）和稳

定期（G&5&4=65HQ JB5GC）。7=>4G&4D 方程以一定环境条

件下所能达到的最大群体密度作为限制性因素，缺

点是方程不适用于培养的延迟期［.，!$］。

本文的目标是构建一个可以描述生物群体生

长的延迟期、指数生长期（CPJ=6C6&45E JB5GC）和稳定

期的群体生长模型，并且模型简单，参数少，参数的

生物学意义明确，以便于实际应用。
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! 建模原理

在限制性条件下群体生长的特点是培养初期

生长受抑制或生长速度较慢，之后生长加快，当比

生长速率达到最大值之后会逐渐降低以至停止生

长［!!］，即!由小变大，再由大变小，呈现一个“钟”形

曲线［!］。用方程（!）描述!随时间的这种变化规

律：

! "!#$% & ’
(（ !( !#$%）

)

)·!)" （!）

其中，!#$%为最大比生长速率，!#$%为!达到!#$%

的时间，!" 为延迟期的时间。方程（!）的图形以及

模型参数的生物学意义可以从图 ! 直观地看出（其

中，!#$% " *+*, !-.，!" " )*.，!#$% " ,* .）。

图 ! 模型参数示意图

把方程（!）代入方程（)）并用四阶 #$%&’/($!!)
积分法解该微分方程即可得到生物群体数量随时

间的变化过程（图 !）。

*+
*! "!·+ （)）

方程（!）的参数数值可以先从图 ! 粗略地估计

出，然后以估计的数值作为寻优计算时参数的初始

值，按照使模型预测值与实验值之间的误差平方和

减小的方向利用遗传算法优化模型参数［)］。

" 结果

图 )（方点）是喜温硫杆菌 012/*3 的生长测量

曲线（曾冬明，山东大学硕士论文，)**4）。利用遗传

算法计算出模型参数，结果分别为!#$% *+*,5, !-.，

!" ))+,.，!#$% ,4.。模型拟合结果见图 )。从图 ) 可

以看出，本模型较好地模拟了喜温硫杆菌 012/*3
的生长过程。

2’6’7 和 89:;<（!==5）观察某种树叶的生长过

图 ) 喜温硫杆菌 012/*3 生长曲线

黑色方点代表原始数据，曲线为模型拟合结果

程［!)］，记录了 !, 个取样时间（>）的树叶长度（?#），

如图 @（方点）所示。利用遗传算法计算出模型参

数，结果分别为!#$% *+,) !->，!" )+!A >，!#$% 3+A >。

模型拟合结果见图 @。从图 @ 可以看出，本模型较

好地模拟了该树叶的生长过程。

图 @ 树叶生长曲线

黑色方点代表原始数据，曲线为模型拟合结果

邵曼君［!@］等培养 BCDE 细胞（非洲绿猴肾上皮

细胞）的生长曲线如图 3（方点）所示。利用遗传算法

计算出模型参数，结果分别为!#$% *+*)5!-.，!" )A+34.，

!#$% 4*+).。模型拟合结果见图 3。从图 3 可以看出，

本模型可以较好模拟 BCDE 细胞的生长曲线。

图 3 BCDE 细胞在 !*F血清浓度下生长曲线

黑色方点代表原始数据，曲线为模型拟合结果
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! 讨论

在微生物生长动力学研究中应用最广泛的是

!"#"$ 方程，简单的 !"#"$ 型动力学方程不适用于

生长延迟期和平衡期［%&］。如图 ’ 所示，根据 !"#"$
方程，!随限制性底物浓度增加而增加，直到达到

其最大值!()*（其中，!()* + ,-’ %./，底物半饱和常

数 !" + ,-’ 0.1）。由于在培养初期限制性底物浓度

最高，随着培养过程的延长限制性底物被进一步利

用，浓度逐渐降低。因此，如图 2 所示，根据 !"#"$
方程预测，!在培养初期最大，随着培养过程的延长

逐渐减小（其中，!()* + ,-% %./，!" + ,-’ 0.1，菌体

得率 #$.% + ’ 0.0）。由此可见，!"#"$ 方程所描述的

比生长速率时间曲线是由大到小逐渐降低的曲线，

与典型的“钟”型曲线有很大差距。

图 ’ !"#"$ 方程曲线

图 2 !"#"$ 动力学确定的限制性底物浓度与

比生长速率变化规律

广泛应用的 1"034536 方程只能描述生长的减速

期和稳定期，无法描述群体生长的延迟期。如图 7
所示，根据 1"034536 方程!+!()*（% 8 $ .$()*），!随

着生长（即生物体数量或浓度 $ 的增加）而降低（其

中，!()* + ,-%，$()* + 9 0.1），与典型的“钟”型曲线亦

有很大差距。尽管经过扩展后的方程可以描述延

迟期、指数期和稳定期，但其参数数目较多增加了

图 7 1"034536 动力学确定的生物体浓度与

比生长速率变化规律

其应用的难度［%&］。张怀强等（:,,’）利用统计学方

法精确地描述!的时间曲线，具有精确度高的优

点［%’］。但传统的解析式数学模型则有利于用数学

表达式直观地反映生长过程的规律。从图 : ; & 可

以看出，本文所构建的数学模型能够很好地描述生

物生长过程由生长延迟期、指数期和稳定期构成的

典型的“<”型生长曲线；模型适用范围广泛，对于细

菌、植物和动物细胞的群体生长都适用；并且该模

型具有参数少，参数生物学意义明确和参数求算简

单等优点。该模型对于研究和预测限制性条件下

生物群体生长规律具有一定的意义。
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